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Subiectul I Test grilă, complement simplu

(3p x 10 itemi=30 puncte)

Barem grilă

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

b c c b d c a b a c

Subiectul II Probleme (30 puncte)

Problema 1 Rachetă s, i satelit (10 puncte)

O rachetă a cărei masă este M se mis,că uniform pe o orbită circulară de rază 1,25R
ı̂n jurul Pământului (unde R este raza Pământului).

Un satelit de masă m, aflat init, ial pe rachetă, se desprinde de aceasta, fiind cat-
apultat pe direct, ia s, i ı̂n sensul mis,cării rachetei, continuându-s, i apoi mis,carea pe o
orbită eliptică cu apogeul la distant,a 10R fat, ă de centrul Pământului.

Pentru ce valori ale raportului m
M

satelitul ı̂ntâlnes,te racheta după o rotat, ie com-
pletă a satelitului ı̂n jurul Pământului?

Barem

Desen: vom reprezenta traiectoriile ansamblului rachetă-satelit ı̂naintea desprinderii
(a) s, i traiectoriile fiecărui corp, după desprindere (b s, i c). 1p

Notat, ii:
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• v0 – viteza ansamblului rachetă–satelit ı̂nainte de desprinderea acestuia;

• v1 s, i v2 – vitezele satelitului, respectiv ale rachetei imediat după desprindere;

• u1 s, i u2 – vitezele satelitului, respectiv ale rachetei la apogeu (10R, respectiv
nR, unde n este număr real);

• T1 s, i T2 – perioadele mis,cărilor satelitului, respectiv ale rachetei după de-
sprindere.

Pentru ca problema să aibă solut, ii trebuie ı̂ndeplinite două condit, ii:

1. Raportul perioadelor de rotat, ie ale celor două corpuri să fie un număr ı̂ntreg
supraunitar:

T1

T2

= k, k ∈ Z, k > 1 0,25p(1)

2. Racheta purtătoare să nu cadă pe Pământ după desprinderea satelitului:

n > 1 0,25p(2)

Pentru a exprima raportul celor două perioade vom folosi legea a III-a a lui Kepler:(
T1

T2

)2

=

(
a1
a2

)3

0,5p(3)

unde a1 s, i a2 sunt semiaxele mari ale traiectoriilor eliptice ale celor două corpuri
după separare.

Din desen se vede că:

a1 =
1

2

(
5R

4
+ 10R

)
=

45R

8
0,5p(4)

a2 =
1

2

(
5R

4
+ nR

)
=

5 + 4n

8
R (5)

Procesul de desprindere a satelitului de rachetă respectă legea de conservare a
impulsului sistemului ı̂ntre momentele imediat ı̂nainte s, i imediat după desprindere,
care ı̂n formă scalară se scrie:

(M +m) v0 = mv1 +Mv2 0,5p(6)

Pentru determinarea vitezei v0 a ansamblului ı̂nainte de separare, folosim condit, ia
de echilibru a orbitei, ı̂n sistemul de referint, ă propriu (fig. a):

Fcentrifugă = F
atract,ie
(corpuri–Pământ)

(m+M) v20
5R
4

= K
(m+M)MPământ(

5R
4

)2
v0 = 2

√
g0R

5
0,5p(7)

unde:

g0 = K
MPământ

R2
(8)
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este accelerat, ia gravitat, ională la suprafat,a Pământului.
Determinarea vitezelor v1 s, i v2 se va face folosind legile de conservare a energiei

s, i a momentului cinetic pentru fiecare corp, ı̂ntre momentul desprinderii s, i momentul
când acestea se află la apogeu.

Energia totală a sistemului corp (aflat la distant,a r fat, ă de centrul Pământului)–Pământ
este:

W =
mv2

2
−K

mMPământ

r
=

mv2

2
− g0

mR2

r
0,5p(9)

Iar momentul cinetic al corpului fat, ă de centrul Pământului este:

L = mvr (10)

Conservarea energiei pentru sistemul satelit–Pământ:

mv21
2

− g0
mR2

5R
4

=
mu2

1

2
− g0

mR2

10R
0,25p(11)

Conservarea energiei pentru sistemul rachetă–Pământ:

Mv22
2

− g0
MR2

5R
4

=
Mu2

2

2
− g0

MR2

nR
0,25p(12)

Conservarea momentului cinetic al satelitului:

mv1 ·
5R

4
= mu1 · 10R (13)

Conservarea momentului cinetic al rachetei:

Mv2 ·
5R

4
= Mu2 · nR (14)

Din (13) s, i (14) se obt, in:

u1 =
v1
8

0,5p(15)

u2 =
5v2
4n

0,5p(16)

Înlocuind (15) ı̂n (11) s, i folosind (7), se obt, ine:

v1 =
4v0
3

0,25p(17)

Înlocuind (16) ı̂n (12) s, i folosind (7), se obt, ine:

v2 = 2v0

√
2n

4n+ 5
0,25p(18)

Se ı̂nlocuiesc apoi vitezele din (17) s, i (18) ı̂n conservarea impulsului (6):

(m+M)v0 = m
4v0
3

+M · 2v0
√

2n

4n+ 5

Prin prelucrare se obt, ine:

2n

4n+ 5
=

(
1

2
− m

6M

)2

(19)
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Notând:

x =

(
1

2
− m

6M

)2

se obt, ine:

n =
5x

2(1− 2x)
0,5p(20)

Acum impunem una dintre condit, iile problemei (2):

n > 1 ⇒ x >
2

9

Înlocuind expresia lui x, determinăm că raportul celor două mase (pozitiv) trebuie
să ı̂ndeplinească:

0 <
m

M
< 3− 2

√
2 0,5p(21)

Pentru a ne lega de prima condit, ie (1), folosind (3), (4) s, i (5), determinăm că:

k =

(
45

5 + 4n

)3/2

s, i de aici:

n =
5

4

(
9

k2/3
− 1

)
1p(22)

Înlocuind (22) ı̂n (19) se obt, ine:

m

M
= 3−

√
2 (9− k2/3) 0,5p(23)

Folosind dubla inegalitate (21):

3−
√

2 (9− k2/3) > 0

obt, inem:
k > 9,53 0,25p(24)

respectiv:

3−
√

2 (9− k2/3) < 3− 2
√
2

obt, inem:
k < 11,2 0,25p(25)

Deoarece k trebuie să fie număr ı̂ntreg, el poate lua doar valorile:

k = 10 s, i 11 0,5p(26)

Rezultate finale, din (23):

• pentru k = 10:
m

M
= 3−

√
2 (9− 102/3) ≈ 0, 05 0,25p

• pentru k = 11:
m

M
= 3−

√
2 (9− 112/3) ≈ 0, 15 0,25p
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Problema 2 Observat, ii de stele (10 puncte)

A. Aceeas, i stea, aceeas, i ı̂nălt, ime

Teodor s, i Diana fac observat, ii astronomice ı̂n locat, ii diferite, aflate la aceeas, i latitu-
dine, la acelas, i moment de timp (acelas, i Timp Universal). Amândoi observă steaua
Antares la aceeas, i ı̂nălt, ime h. S, tiind că Teodor se află ı̂n emisfera vestică s, i Di-
ana ı̂n emisfera estică, iar observat, iile au loc ı̂n ziua echinoct, iului de primăvară,
ascensia dreaptă a stelei Antares este α = 16h30m s, i timpul local la Greenwich este
TG = 18h18m:

a) [2 p] Determinat, i o relat, ie ı̂ntre unghiurile orare ale stelei Antares observate de
cei doi: HTeodor = H1 s, i HDiana = H2.

b) [2 p] Determinat, i o relat, ie generală ı̂ntre timpul legal al locului, timpul local
la Greenwich s, i fusul orar ı̂n ziua echinoct, iului de primăvară. Neglijat, i ecuat, ia
timpului.

c) [2 p] S, tiind că Teodor se află la longitudinea λ1 = 60◦ V, determinat, i longi-
tudinea λ2 a Dianei.

B. Stele diferite, acelas, i azimut

Matei observă ı̂n acelas, i moment de timp două stele S1 s, i S2 care au acelas, i azimut A,
măsurat din sud spre vest. Prima stea are ı̂nălt, imea h1 = 30◦ s, i declinat, ia δ1 = 10◦,
iar a doua are ı̂nălt, imea h2 = 60◦ s, i declinat, ia δ2 = 40◦. Se neglijează refract, ia
atmosferică. Se cunoas,te faptul că φ ̸= 90◦.

a) [2 p] Exprimat, i trigonometric A ı̂n funct, ie de φ, h1 s, i δ1.

b) [2 p] Determinat, i latitudinea φ a locului de observat, ie.

Barem

A. Aceeas, i stea, aceeas, i ı̂nălt, ime

(a) (2p) Din triunghiul sferic format de Polul Nord Ceresc, zenit s, i stea:

sinh = sinφ sin δ + cosφ cos δ cosH. (0,5p)

Cei doi observatori văd aceeas, i stea, deci δ este aceeas, i, se află la aceeas, i lati-
tudine, deci φ este aceeas, i, iar ı̂n enunt, se spune că steaua are aceeas, i ı̂nălt, ime
h. Prin urmare,

cosH1 = cosH2. (0,5p)

Dacă am avea H1 = H2, atunci, cum pentru aceeas, i stea avem

Tsid = H + α,

ar rezulta
Tsid,1 = Tsid,2.

Dar observat, iile au loc la acelas, i Timp Universal, deci s, i acelas, i TG. Din
relat, ia dintre timpul sideral s, i longitudine ar rezulta atunci că λ1 = λ2, ceea
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ce contrazice faptul că Teodor s, i Diana se află ı̂n locat, ii diferite, unul ı̂n em-
isfera vestică, celălalt ı̂n emisfera estică. Deci cazul H1 = H2 este imposibil.
(0,5p)

Rămâne a doua posibilitate:

H1 = 24h −H2 . (0,5p)

(b) (2p) În general,

Tlocal = Tsid − α⊙ + 12h − λ+ f, (0,5p)

unde f este fusul orar.

În ziua echinoct, iului de primăvară,

α⊙ = 0.

Deci
Tlocal = Tsid + 12h − λ+ f. (0,5p)

Dar, cum α⊙ = 0,

Tuniversal = Tsid + 12h − λ = Tlocal − f. (0,5p)

Cum la Greenwich fGreenwich = 0, avem

Tlocal,loc − floc = Tlocal,Greenwich − fGreenwich

Tlocal − f = Tlocal,Greenwich = TG. (0,5p)

Tlocal − f = TG .

(c) (2p) La echinoct, iul de primăvară,

Tsid = TG − 12h + λ, (0,25p)

cu λ exprimată ı̂n ore s, i pozitivă spre est.

Pentru Teodor,
λ1 = 60◦ V = −4h. (0,25p)

Atunci
Tsid,1 = 18h18m − 12h − 4h = 2h18m. (0,25p)

Unghiul orar al stelei este

H1 = Tsid,1 − α = 2h18m − 16h30m = −14h12m.

În convent, ia [0, 24h), aceasta ı̂nseamnă

H1 ≡ 9h48m (mod 24h). (0,25p)
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Din punctul (a),

H2 = 24h −H1 = 24h − 9h48m = 14h12m. (0,25p)

Pentru Diana,

Tsid,2 = α+H2 = 16h30m+14h12m = 30h42m ≡ 6h42m (mod 24h). (0,25p)

Folosind din nou relat, ia

Tsid,2 = TG − 12h + λ2,

obt, inem
λ2 = Tsid,2 − TG + 12h. (0,25p)

Înlocuind valorile numerice,

λ2 = 6h42m − 18h18m + 12h = 24m.

Cum 1h = 15◦, rezultă

λ2 = 24m = 6◦. (0,25p)

Deci
λ2 = 6◦ E .

Notă: Orice metodă de rezolvare corectă trebuie punctată corespunzător.

B. Stele diferite, acelas, i azimut

(a) (1p) Din triunghiul sferic format de Polul Nord Ceresc, zenit s, i stea:

sin δ = sinφ sinh− cosφ cosh cosA. (0,5p)

Pentru steaua S1,

sin δ1 = sinφ sinh1 − cosφ cosh1 cosA.

cosA =
sinφ sinh1 − sin δ1

cosφ cosh1

. (0,5p)

(b) (3p) Pentru cele două stele, avem

sin δ1 = sinφ sinh1 − cosφ cosh1 cosA,

sin δ2 = sinφ sinh2 − cosφ cosh2 cosA.

Obt, inem cosA:

cosA =
sinφ sinh1 − sin δ1

cosφ cosh1

cosA =
sinφ sinh2 − sin δ2

cosφ cosh2

. (0,5p)
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Egalându-le, cosφ se simplifică

(sinφ sinh1 − sin δ1) · cosh2 = (sinφ sinh2 − sin δ2) · cosh1. (0,5p)

sinφ sinh1 · cosh2 − sin δ1 · cosh2 = sinφ sinh2 · cosh1 − sin δ2 · cosh1.

Prin urmare,

sinφ sinh1 · cosh2 − sinφ sinh2 · cosh1 = sin δ1 · cosh2 − sin δ2 · cosh1.

sinφ(sinh1 cosh2 − sinh2 cosh1) = sin δ1 · cosh2 − sin δ2 · cosh1.

sinφ · sin(h1 − h2) = sin δ1 · cosh2 − sin δ2 · cosh1. (0,5p)

φ = arcsin

(
sin δ1 · cosh2 − sin δ2 · cosh1

sin(h1 − h2)

)
. (0,5p)

Înlocuind valorile numerice din enunt, , rezultatul final este

φ = 70◦ . (1p)

Notă: Orice metodă de rezolvare corectă trebuie punctată corespunzător.

Problema 3 Refract, ia atmosferică (10 puncte)

Refract, ia astronomică constă ı̂n schimbarea direct, iei de propagare a razelor de lumină
care vin de la as,trii ı̂ndepărtat, i datorită faptului că de la intrarea ı̂n atmosferă indicele
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de refract, ie al straturilor de aer din atmosferă cres,te us,or (datorită cres,terii densităt, ii),
până la suprafat,a Pământului.

O schemă a acestui fenomen este prezentată ı̂n figura alăturată, ı̂n care S reprezintă
pozit, ia reală a unei stele iar S ′ este pozit, ia aparentă (observată).

Parametrul ce caracterizează acest fenomen la observarea unui astru este mărimea
R = z0−z numită refract,ie, adică diferent,a dintre distant,a zenitală adevărată a stelei
s, i distant,a zenitală aparentă (observată).

Pentru distant,e zenitale mici, se poate admite că straturile de aer cu indici de
refract, ie diferit, i pe care le străbate raza de lumină sunt plane s, i paralele.

Se cunosc:

• indicele de refract, ie al atmosferei la suprafat,a Pământului: n0 = 1, 00028;

• 1 rad = 206265′′.

Cerint,e:

a) [3 p] Deducet, i ı̂n aceste condit, ii relat, ia de dependent, ă a refract, iei ı̂n funct, ie de
distant,a zenitală aparentă z;

b) [2 p] Se măsoară altitudinea unei stele s, i se obt, ine h = 85◦. Calculează refract, ia
R ı̂n secunde de arc;

c) [3 p] Două stele A s, i B se află pe acelas, i cerc vertical (aceeas, i direct, ie zenitală),
de aceeas, i parte a zenitului, cu distant,e azimutale aparente zA = 3◦, respectiv
zB = 6◦. Determinat, i cu cât se modifică separarea unghiulară aparentă ∆z =
zB − zA fat, ă de separarea unghiulară adevărată ∆z0 = z0B − z0A;

d) [2 p] Un elev determină latitudinea observatorului măsurând la culminat, ie
meridiană o stea apropiată de zenit. Steaua are declinat, ia cunoscută δ, iar
la culminat, ie se află la sud de zenit (deci z0 = φ − δ). Elevul ignoră refract, ia
astronomică s, i foloses,te distant,a zenitală aparentă ı̂n loc de cea adevărată.
Exprimat, i eroarea ∆φ ı̂n funct, ie de R s, i calculat, i ∆φ ı̂n secunde de arc pentru
o distant, ă zenitală aparentă z = 4◦.

Barem

a)
Desen s, i ipoteze 1p

• Se consideră două straturi de aer vecine, cu indici de refract, ie constant, i
dar put, in diferit, i, n s, i n+ dn (unde dn < 0)

• Raza de lumină parcurge aceste straturi, respectând legea refract, iei.
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Legea refract, iei: Pentru două straturi consecutive, relat, ia este:

n sin i = (n+ dn) sin(i+ di) 0,5p

Aplicând această relat, ie succesiv de la intrarea ı̂n atmosferă (n = 1, i = z0)
până la suprafat,a Pământului (n = n0, i = z), obt, inem:

sin z0 = n0 sin z 0,5p

Calculul refract, iei (R): S, tiind că R = z0 − z, rezultă z0 = z + R. Înlocuind
ı̂n formula anterioară[cite: 1]:

sin(z +R) = n0 sin z

sin z cosR + sinR cos z = n0 sin z 0,5p

În aproximat, ia unghiurilor mici (cosR ≈ 1 s, i sinR ≈ R), relat, ia devine[cite: 1]:

sin z +R cos z = n0 sin z

R cos z = (n0 − 1) sin z

R = (n0 − 1) tan z

Folosind constanta refract, iei astronomice ar = n0 − 1, obt, inem formula fi-
nală[cite: 1]: 0,5p

R = ar tan z

b) Calculul refract, iei pentru h = 85◦

• Distant,a zenitală: z = 90◦ − h = 90◦ − 85◦ = 5◦

• Conversie ı̂n radiani: z = 5 · π
180

≈ 0, 08726 rad

• Constanta refract, iei: ar = 1, 00028− 1 = 0, 00028 = 2, 8 · 10−4

• Refract, ia ı̂n radiani: 1p

R = 2, 8 · 10−4 · tan(5◦) ≈ 2, 8 · 10−4 · 0, 08749 ≈ 2, 45 · 10−5 rad[cite : 1]

• Refract, ia ı̂n secunde de arc: 1p

R = 2, 45 · 10−5 · 206265 ≈ 5, 05′′
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c) Modificarea separării unghiulare

Din formula generală a refract, iei:

∆z = (z0B − z0A)− (RB −RA)

∆z = ∆z0 − ar(tan zB − tan zA) 1p

Pentru zB = 6◦ s, i zA = 3◦:

• tan 6◦ ≈ 0, 1051

• tan 3◦ ≈ 0, 05241 0,5p

Calculul diferent,ei:

∆z −∆z0 = −2, 8 · 10−4(0, 1051− 0, 05241) · 206265 ≈ −3, 04′′ 1p

Concluzie: Distant,ele pe verticală se comprimă deoarece steaua aflată mai
departe de zenit este refractată mai mult 0,5p.

d) Eroarea de latitudine

• Latitudinea reală: φ = z0 + δ

• Latitudinea calculată de elev: φ′ = z + δ (unde z = z0 −R)

• Eroarea: ∆φ = φ′ − φ = (z0 −R + δ)− (z0 + δ) = −R 1p

Pentru z = 4◦:

∆φ = −ar tan 4
◦ = −2, 8 · 10−4 · 0, 06993 · 206265 ≈ −4′′

Latitudinea este subevaluată cu aproximativ 4′′. 1p

Subiectul III Probleme Lungi (30 puncte)

Problema 1 Observarea exoplanetelor de pe Vârful Înalt
(20 puncte)

Un astronom amator se află pe vârful unui munte situat exact pe ecuatorul unei
exoplanete (latitudine φ = 0◦). Exoplaneta are o rază Rp = 8000 km s, i o perioadă
de rotat, ie proprie Prot = 20 ore. Muntele are o altitudine H = 10 km. Masa stelei
centrale a sistemului este M∗ = 1, 2M⊙.

În acest sistem planetar mai există două planete notabile, ambele situate pe or-
bite circulare ı̂n planul ecuatorial al planetei observatorului. Se neglijează mis,carea
orbitală a planetei pe care se află observatorul ı̂n jurul stelei centrale:

– O planetă interioară, numită Sub-Tyche, care are o rază Rsub = 0, 5Rp s, i
produce tranzituri periodice vizibile de pe exoplaneta observatorului.

– O planetă exterioară, numită Supra-Tyche, care are o rază Rsup = 0, 5Rp s, i
o perioadă siderală T = 40 ore.

a) [2 p] Calculat, i valoarea coborârii orizontului (∆halt) pentru astronomul de pe
vârf. În momentul ı̂n care acesta vede centrul stelei exact pe orizontul său vizibil,
la ce ı̂nălt, ime astronomică h se află centrul stelei fat, ă de orizontul matematic?
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b) [4 p] Determinat, i raza orbitei planetei Supra-Tyche ı̂n UA s, i viteza sa unghi-
ulară relativă (aparentă) fat, ă de observatorul de pe munte. Cine se mis,că mai
repede pe cerul local: steaua centrală sau planeta exterioară?

c) [5 p] În timpul unui tranzit al planetei interioare Sub-Tyche peste discul stelei
(considerând raza stelei R∗ = 1R⊙), calculat, i cres,terea numerică a magnitudinii
aparente a stelei, adică adâncimea tranzitului exprimată ı̂n magnitudini (∆m).
Este această adâncime mai mare sau mai mică decât cea produsă de tranzitul
Pământului peste Soare (as,a cum ar fi văzut de un observator ı̂ndepărtat)?

d) [4 p] Dacă planeta exterioară Supra-Tyche se află la opozit, ie s, i culminează la
miezul nopt, ii, determinat, i cât timp este ea vizibilă pe cer pentru astronomul
de pe vârf. Se va lua ı̂n calcul coborârea orizontului s, i se va neglija refract, ia
atmosferică, precum s, i mis,carea orbitală a planetei observatorului.

e) [5 p] S, tiind că planeta exterioară Supra-Tyche are un albedo A = 0, 5, calculat, i
raportul fluxurilor Fp/F∗ ı̂n momentul opozit, iei, s,tiind că distant,a la opozit, ie
este aproximativ egală cu raza orbitală d ≃ a. Telescopul astronomului poate
detecta planeta dacă raportul fluxurilor satisface condit, ia Fp/F∗ ≥ 1, 0 · 10−8.
Va fi planeta vizibilă direct?

Barem

a) [2 p] Unghiul de coborâre a orizontului θ:
cos θ = Rp

Rp+H
= 8000

8010
≈ 0, 99875. (1 p)

θ ≈ 2, 86◦. În momentul ı̂n care centrul stelei atinge orizontul vizibil, acesta se
află la o ı̂nălt, ime astronomică negativă h = −2, 86◦ fat, ă de orizontul matematic.
(1 p)

b) [4 p] Din Legea a III-a a lui Kepler, a3 = GM∗T 2

4π2 .
Cu M∗ = 1, 2 · 1, 989 · 1030 ≈ 2, 38 · 1030 kg s, i T = 40h = 1, 44 · 105 s:

a = 3

√
6,67·10−11·2,38·1030·(1,44·105)2

4π2 ≈ 4, 36 · 109 m = 4, 36 · 106 km. (1 p)

În Unităt, i Astronomice: a = 4,36·106
149,6·106 ≈ 0, 029 UA. (1 p)

Viteze pe bolta cerească: Rotat, ia proprie imprimă o mis,care aparentă a boltei
(inclusiv a stelei) spre vest de ωrot =

360◦

20h
= 18◦/oră. (1 p)

Planeta Supra-Tyche are o mis,care orbitală proprie de ωorb = 360◦

40h
= 9◦/oră.

Viteza ei aparentă fat, ă de observator va fi diferent,a: ωapp = 18◦/h − 9◦/h =
9◦/oră. Deci, steaua se mis,că mai repede (de 2 ori) pe cerul local comparativ
cu planeta exterioară. (1 p)

c) [5 p] Aria stelei acoperită de Sub-Tyche (fract, iunea de flux blocată) f :

f =
(

Rsub

R∗

)2

=
(

4000
696000

)2 ≈ 3, 3 · 10−5. (2 p)

Cres,terea numerică a magnitudinii aparente (adâncimea tranzitului exprimată
ı̂n magnitudini) este: ∆m = −2, 5 log10(1− f) ≈ 2,5·f

ln 10
≈ 3, 6 · 10−5 mag. (2 p)

Pentru tranzitul Pământului: f⊕ =
(

6371
696000

)2 ≈ 8, 4 · 10−5.
Adâncimea tranzitului, exprimată ı̂n magnitudini, este mai mică pentru exo-
planeta interioară comparativ cu cea produsă de Pământ. (1
p)
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d) [4 p] La ecuator (φ = 0◦), o planetă aflată ı̂n planul ecuatorial (δ = 0◦) descrie
un arc deasupra orizontului matematic de 180◦. Datorită coborârii orizontului
vizibil cu θ la ambele capete, arcul total vizibil este 180◦+2θ = 180◦+5, 72◦ =
185, 72◦. (2 p)
Timpul de vizibilitate: tviz =

Arcul vizibil
ωapp

= 185,72◦

9◦/oră
≈ 20, 63 ore. (2 p)

e) [5 p] Considerând distant,a observator-planetă la opozit, ie aproximativ egală
cu raza orbitală a calculată la punctul b), raportul fluxurilor se estimează

Fp/F∗ =
AΦ
8

(
Rsup

d

)2

. La opozit, ie se ia Φ = 1 s, i d ≃ a, deci:

Fp

F∗
= A

8
·
(

Rsup

a

)2

. (3 p)

Înlocuind valorile: Fp

F∗
= 0, 5 ·

(
4000

4,36·106

)2

≈ 5, 25 · 10−8. (2 p)

Problema 2 Sistemul ONA-2026-BLG-0414 (10 puncte)

Sistemul ONA-2026-BLG-0414 cont, ine o pitică albă cu masa M = 1,1M⊙, lumi-
nozitatea L = 0,01L⊙ şi raza R = 0,8R⊕ ı̂n jurul căreia orbitează o exoplanetă
ONA-2026-BLG-0414 b de tip teluric cu masa m = 1,9m⊕ şi aceeaşi densitate ca
Pământul.

a) [3 p] Considerând că pitica albă se află ı̂n echilibru hidrostatic, determinat, i
presiunea internă din centrul său şi comparat, i această presiune cu cea din centrul
Soarelui.

b) [4 p] Având un diametru comparabil cu al Pământului, dar o masă compara-
bilă cu a Soarelui, a fost dificil să se ı̂nt,eleagă stabilitatea piticelor albe, care ar
fi trebuit să colapseze gravitat, ional. Calculat, i presiunea internă a piticei albe,
considerând că aceasta este determinată de electronii aflat, i ı̂ntr-o stare specială
(electroni complet degenerat, i) care formează un gaz ideal având densitatea vo-
lumică ne = ρ

2mp
, unde ρ este densitatea piticei albe, iar mp masa protonului.

Comparat, i rezultatul obt, inut cu cel calculat la punctul a.

c) [3 p]Verificat, i dacă exoplaneta care orbitează ı̂n jurul piticei albe având semiaxa
mare a = 0,5UA, excentricitatea e = 0,1, albedoul α = 0,1 şi o mişcare de
rotat, ie proprie rapidă se află ı̂n zona de habitabilitate (̂ın sens larg, zona ı̂n care
fort,ele mareice exercitate de pitica albă nu dezintegrează planeta, respectiv este
posibilă existent,a apei sub formă lichidă la suprafat,a planetei).

Se cunosc: constanta atract, iei universale k = 6,67 · 10−11Nm2/kg2, 1UA =
150.000.000 km, densitatea exoplanetei ρex = 5,5 g/cm3, constanta Planck h = 6,626 ·
10−34 Js, masa de repaus a electronului me = 9,1 · 10−31 kg, masa protonului mp =
1,67 · 10−27 kg, masa Soarelui M⊙ = 1,99 · 1030 kg, raza Pământului R⊕ = 6370 km,
temperatura la suprafat,a Soarelui T⊙ = 5800K, raza Soarelui R⊙ = 696.340 km

Barem

a.
Condit, ia de echilibru hidrostatic:
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pint = pext + pgravitat,ional

pext = pint + dp 0,5p

pgravitat,ional =
km(r) ρ

r2
dr 0,5p

unde m(r) este masa corespunzătoare sferei de rază r, iar ρ este densitatea stelei.
Obt, inem ecuat, ia de echilibru hidrostatic:

dp

dr
= −ρ(r) k

M

r2
0,5p

Dacă la r = R presiunea se anulează, iar pentru r = 0 presiunea este presiunea ı̂n
centrul stelei, obt, inem presiunea centrală:

pc =
ρ kM

R
0,5p

unde M este masa stelei, R raza stelei, iar ρ densitatea. Am presupus că steaua
este omogenă, astfel ı̂ncât ρ = ⟨ρ⟩, unde ⟨ρ⟩ este densitatea medie a stelei.

ρ =
M

V
=

3M

4πR3

pc =
3kM2

4πR4
0,5p

pc = 1,13 · 1023 N/m2

pc
pc,Soare

≈ 4,22 · 108 0,5p

b. În gazul electronic un electron ocupă volumul minim.
În acord cu principiul de nedeterminare al lui Heisenberg, pentru cele trei direct, ii

vom avea:
∆px∆x ≥ ℏ
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∆py ∆y ≥ ℏ 0,5p

∆pz ∆z ≥ ℏ

unde ℏ este constanta lui Planck rat, ionalizată.
Considerăm că impulsul unui electron, p, este de ordinul nedeterminării impulsu-

lui, ∆p.
Direct, iile sunt echivalente, iar volumul este volumul unui cub, deci:

v = (∆x)3

Volumul total este:
V = Nv

(fiecare electron ocupă un volum v asociat unei stări, ı̂n conformitate cu principiul
lui Pauli).

ne =
N

V
=

1

(∆x)3
0,5p

În acord cu teoria cinetico-moleculară, presiunea gazului ideal electronic este:

P =
1

3
nemev2

i) Cazul nerelativist. Fie p impulsul electronului.

P =
2

3
ne

p2

2me

p2 = p2x + p2y + p2z = 3p2x

p =
√
3 px 0,5p

∆px ≥ ℏ
∆x

= ℏ 3
√
ne

p =
√
3 ℏ 3

√
ne 0,5p

p =
√
3 ℏ 3

√
ρ

2mp
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Presiunea devine:

P =
ℏ2

me

(
ρ

2mp

)5/3

P = 1,62 · 1022 N/m2 0,5p

ii) Cazul relativist.
Volumului foarte mic al cubului ı̂i corespunde o nedeterminare ∆x foarte mică,

deci o nedeterminare ∆p foarte mare. Dar p ∼ ∆p.

p =
m0v√
1− v2

c2

Energia totală a electronului este:

E = m0c
2 + Ec

unde Ec este energia cinetică.

p =
Ec

c

(
1 +

2m0c
2

Ec

)1/2

0,5p

Folosind aproximat, ia binomială:(
1 +

2m0c
2

Ec

)1/2

≈ 1 +
m0c

2

Ec

≈ 1

Rezultă:

p ≈ Ec

c
0,5p

Înlocuind ı̂n formula presiunii:

P =
1

3
nemev2 =

2

3
nepc

p =
√
3 ℏ 3

√
ne

P =
2cℏ√
3

(
ρ

2mp

)4/3

P = 2,87 · 1023 N/m2 0,5p

Observăm că valoarea obt, inută ı̂n cazul relativist are acelas, i ordin de mărime ca
valoarea calculată la punctul a.

c.
Orbita exoplanetei este stabilă dacă se află ı̂n exteriorul razei Roche:

rR = 2,44Rp

(
M

m

)1/3

unde Rp este raza planetei.
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rR = 5,35 · 106 km 0,5p

În cazul exoplanetei, distant,a minimă fat, ă de pitica albă este:

rmin = a(1− e) = 0,45UA > rR

Deci orbita exoplanetei este stabilă. 0,5p
Aplicând legea Stefan-Boltzmann pentru pitica albă s, i pentru Soare, obt, inem

temperatura efectivă la suprafat,a piticei albe:

T = T⊙

(
R⊙

R

)1/2(
L

L⊙

)1/4

T = 21 439,96 K 0,5p

T, inând cont de bilant,ul radiativ s, i de faptul că exoplaneta are o rotat, ie proprie
rapidă (primes,te radiat, ie pe ı̂ntreaga suprafat, ă), temperaturile extreme la suprafat,a
exoplanetei sunt:

Tmin = T (1− α)1/4
√

R

2rmax

0,5p

unde
rmax = a(1 + e) = 0,55UA

Tmin = 116 K 0,5p

Tmax = T (1− α)1/4
√

R

2rmin

Tmax = 128,3 K 0,5p

Deoarece ı̂ntregul interval de temperatură nu permite existent,a apei lichide la
suprafat,a exoplanetei, rezultă că această exoplanetă nu se află ı̂n zona de habitabili-
tate, chiar dacă orbita exoplanetei este stabilă.


